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Приведены результаты по анализу математической модели кинетики возникновения химических 

осцилляций в гомогенной системе цистеин – оксигенированные комплексы кобальта (II) с о-дисалицили-

денфенилендиамином и цитозином. На основе качественного анализа модели, представленного в виде 

системы из двух нелинейных дифференциальных уравнений, установлено, что реализуется одно стацио-

нарное состояние типа «неустойчивый фокус». Из этой особой точки возможна бифуркация в предель-

ный цикл (бифуркация типа Андронова-Хопфа), что указывает на реализацию автоколебательного ре-

жима. Численное интегрирование модели показало, что она имеет решение в виде предельного цикла и 

процесс протекает в колебательном режиме при концентрациях цистеина и катализатора, соизмери-

мых с их экспериментальными величинами. 

Ключевые слова: цистеин, комплексы кобальта (II), кинетика, осцилляция, модель, анализ. 

 

A MATHEMATICAL MODEL OF AUTOOSCILLATIONS IN THE SYSTEM 

OF CYSTEINE-OXYGENATED COBALT (II) COMPLEXES WITH  

o-DISALICYLIDENEPHENILENEDIAMINE AND CYTOSINE 

S.S. Etmisheva, U.G. Magomedbekov, U.G. Gasangadzhieva, Kh.M. Gasanova  

Dagestan State University, 43-a, Gadzhieva st., Makhachkala, Republic of Dagestan, Russia 

 

Results of the analysis of the mathematical model of kinetics of the occurrence of chemical oscillations in 

a homogeneous system cysteine — oxygenated cobalt (II) complexes with o-disalicylidenephenylenediamine and 

cytosine are presented. Based on the qualitative analysis of the model, presented as a system of two nonlinear 

differential equations, it has been established that one stationary state of the “unstable focus” type is realized. 

From this singular point, a bifurcation into a limit cycle (bifurcation of the Andronov-Hopf type) is possible, 

which indicates the realization of the self-oscillatory mode. The numerical integration of the model showed that it 

has a solution in the form of a limiting cycle and the process proceeds in an oscillatory mode at cysteine and cat-

alyst concentrations comparable with their experimental values. 
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Введение 

Интерпретация экспериментальных ре-

зультатов по исследованию химических осцилля-

ций и проведение анализа особенностей протека-

ния колебательных химических реакций основаны 

на принципах нелинейной динамики, неравновес-

ной термодинамики и математического моделиро-

вания [1, 2]. Использование современных методов 

математического моделирования при рассмотре-

нии критических явлений в химической кинетике 

позволяет решать широкий круг вопросов, связан-

ных, прежде всего, с конкретизацией влияния уп-

равляющих параметров на механизм протекающих 

процессов [3]. 

Нами экспериментально установлено [4], 

что процесс гомогенного окисления цистеина (Cys, 

R) в присутствии в качестве катализатора (cat) ко-

ординационных соединений кобальта (II) с о-ди-

салицилиденфенилен-диамином (ДСФДА), цито-

зином (Cyt) и молекулярным кислородом протека-

ет в колебательном режиме. 

В настоящей статье представлены результа-

ты по составлению и анализу математической моде-

ли кинетических закономерностей возникновения 

химических осцилляций в исследуемой системе. 

Обоснование и составление математической 

модели 

Построение и анализ математической мо-

дели кинетики процессов, протекающих в иссле-

дуемой системе, проводились на основе известно-

го алгоритма [3, 5-7], включающего: составление 

кинетической схемы на основе элементарных ста-

дий протекающих процессов; представление ма-

тематической модели в виде системы автономных 

дифференциальных уравнений; упрощение и пре-

образование математической модели к безразмер-

ному виду; проведение анализа и исследования 

полученной математической модели и интерпре-

тация решения в терминах кинетической модели; 

сравнение полученных результатов с эксперимен-

тальными данными. 

Формирование механизма гомогенного окис-

ления цистеина в присутствии оксигенированных 

комплексов кобальта (II) с ДСФДА и Cyt проведе-

но исходя из литературных данных [8-15] и неко-

торых предположений. Рассмотрение окислитель-

но-восстановительных процессов, протекающих в 

исследуемой среде проводилось при pH > 7, сле-

довательно,  при этих условиях происходит иони-

зация по кислотной группе и реагент находится в 

виде RSH
 

за счет диссоциации по кислотной 

группе [8]. На образование при окислении цистеи-

на промежуточных форм типа RS
.

и RSOH
 

указа-

но в работах [8-10], а на возможность образования 

частиц типа HO2˙
 
и HO2

 
отмечено в работе [9]. 

Координационные соединения переходных эле-

ментов в низших степенях окисления при соответ-

ствующем координационном окружении обратимо 

присоединяют молекулярный кислород, образуя 

форму MekO2
2+

 (Mek – связанные в комплекс ионы 

Mn
2+

, Fe
2+

 или Co
2+

, а связанный в комплекс кислород 

выступает в качестве окислителя) [5, 11-15].  

С учетом этих фактов предложена схема 

протекающих окислительно-восстановительных про-

цессов в исследуемой системе в следующем виде:  
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где RSH


, RS
.
 и RSOH


– различные формы пре-

вращений цистеина, Cok
2+ 

и CokO2
2+ 

– неоксигени-

рованные и оксигенированные формы комплексов 

кобальта (II), имеющие следующее строение: 
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(L – лиганд, N(Cyt) – атом азота цитозина) 
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В соответствии с этим алгоритмом кинети-

ка сложной химической реакции, отвечающая 

определенной заданной схеме превращений в виде 

следующих уравнений (1) [3, 16, 17]. 

irXi  rk jrXj, i,j = 1…N; r = 1…R       (1) 

описывается системой дифференциальных урав-

нений в виде (2) [16, 17]: 





i

ir
ir

R

r
irir

i
ν

][X)kν(ν
dt

]d[X

1

/
      (2) 

где Xi – вещества, ir – стехиометрические коэф-

фициенты; ir = 0, если Хi не входит в число веществ, 

вступающих в реакцию на r-й стадии и 
/

ir
ν  = 0, если 

веществ нет среди продуктов, образующих на r-й 

стадии. 

Полученная на основе соотношения (2) си-

стема обыкновенных дифференциальных уравне-

ний соответствует математической модели иссле-

дуемого процесса, поэтому изучение эволюции 

химических систем сводится к качественному ана-

лизу рассматриваемой модели и (или) её решению 

аналитическим путем или численными методами. 

Дифференциальные уравнения, которые 

учитывают изменение концентрации всех компо-

нентов реакционной среды во времени, выведен-

ные в соответствии с кинетической схемой про-

цесса (3), имеют следующий вид:  
 

1. d[RSHˉ ]/dt' = – k1[RSHˉ][CokO2
2 +

] – k2[RSHˉ][HO2
•
] 

2. d[CokO2
2+

]/dt' = – k1[RSHˉ][CokO2
2+

]+ k8[Cok
2+

][O2] 

3. d[RS . ]/dt'= k1[RSHˉ][CokO2
2 +

] – k3[RS 
. ][HO2

•
] + 

+  k4[RSOHˉ][HO2
•
]  – k5[RS . ][H2O2][O2]+ 

+2k6[RSOHˉ][RSOHˉ] 

4. d[HO2˙]/dt'= k1[RSHˉ][CokO2
2 +

] – k2[RSHˉ][HO2
•
] –  

–  k3[RS 
. ][HO2

•
] –  k4[RSOHˉ][HO2˙] +

 

+ k5[RS . ][H2O2][O2] – k7[HO2
•
]

2 

5. d[Cok
2+

]/dt' = k1[RSHˉ][CokO2
2+

] – k8[Cok
2+

][O2] 

6. d[H2O2]/dt'= k2[RSHˉ][HO2˙] + k4[RSOHˉ][HO2

] + 

+ k7[HO2
•
]

2
– k9[H2O2] 

7. d[RSOHˉ]/dt' = k3[RS . ][HO2
•
] – k4[RSOHˉ][HO2

•
] + 

+  k5[RS . ][H2O2][O2] – k6[RSOHˉ][RSOHˉ] 

8. d[O2]/dt' = k3[RS . ][HO2
•
] – k4[RSOHˉ][HO2

•
] + 

+ k5[RS . ][H2O2][O2]+  k6[RSOHˉ][RSOHˉ]+ 

+k7[HO2
•
]

 
– k8[Cok

2+
][O2]

 
+ k9[H2O2] 

9. d[H2O2]/dt' = k4[RSOHˉ][HO2
•
] – k5[RS . ][H2O2][O2] + 

+ k6[RSOHˉ][RSOHˉ] + k9[H2O2]  (4) 
 

Проведение анализа такого типа систем 

указанными методами, и, особенно, трактовка по-

лучаемых результатов, довольно затруднительно 

(система содержит девять нелинейных дифферен-

циальных уравнений), поэтому было сделано ряд 

упрощений математической модели с целью умень-

шения числа дифференциальных уравнений в си-

стеме (4). 

При реконструкции динамики исследуемой 

системы по временным последовательностям дан-

ных получено [4], что размерность фазового про-

странства для всех условий эксперимента соответ-

ствует пяти. Вследствие этого получаем, что коли-

чество компонентов реакционной смеси, которое 

необходимо учитывать при анализе кинетического 

механизма и, следовательно, число дифференци-

альных уравнений в анализируемой модели также 

соответствует пяти. 

Дальнейшая редукция системы дифферен-

циальных уравнений была проведена с учетом 

следующих моментов. Во-первых, нам известны 

исходные концентрации реагента и катализатора, 

что позволяет, исходя из уравнений материального 

баланса, выразить через них концентрации ве-

ществ, в которые в ходе реакций они превращают-

ся. Во-вторых, используя принцип квазистацио-

нарности Боденштейна – Темкина, можно предпо-

ложить, что концентрации H2О2, RSOHˉ, а также 

различных форм катализатора будут приблизи-

тельно постоянными (это вытекает из стадий 2, 7 и 

9 – для H2О2, реакций 3, 4, 5 и 6 – в случае частиц 

RSOHˉ и реакций 1 и 9 – для ионов CokO2
2+

 и 

Cok
2+

). Можно считать постоянной концентрацию 

молекулярного кислорода (эксперимент проводит-

ся в открытой по отношению к воздуху ячейке [18] 

и концентрация кислорода определяется её рас-

творимостью в реакционной среде).  

После проведения этих упрощений число 

дифференциальных уравнений уменьшается до 

двух, и соответствующую математическую модель 

можно представить в следующем виде: 
 

6542

31'

2)(

)(

kCkCkCCCk

CCkCCCk
dt

dC

xyyxa

yxbxa

x




 

yyxyyx

ayxbxa

y

CCkCkCkCC

CkCCkCCCk
dt

dC

754

231'

)

()(





(5)
 

где t

 - время, Cx = [RS . ], Cy = [HO2

•
], Ca = CR (исх), 

Cb = Ccat (исх) 

Для проведения качественного анализа и 

численного решения систему (5) необходимо при-

вести её к безразмерному виду. С этой целью вве-

дем новые обозначения:  

x = CX, y = CY, z = γCZ, t = δt

, a = CA, b = Cb,

  

 = k3/k2,   = k2/k1, δ = k2,  

тогда система кинетических уравнений (4) примет 

вид: 
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Для приведения системы уравнений к наи-
более простому безразмерному виду введем обозна-
чения: = k3k1/k2

2
, μ = k2/k3, ρ = k4/k2,  = k7k1/k2

2
,  

 = k6/k1,  = k5k2/k3k1.  
Тогда, проведя соответствующие преобра-

зования, исследуемую систему дифференциаль-
ных уравнений (6) можно записать в следующем 
безразмерном виде:  

  ;2)()(
'

  xyxyyxabxa
dt

dx

2)()( yxyxyyxabxa
td

dy
 


(7) 

С целью установления особенностей дина-
мики рассматриваемого сложного химического 
процесса необходимо провести в первую очередь 
качественный анализ системы из двух дифферен-
циальных уравнений нелинейного типа, представ-
ленной в качестве математической модели. 

Качественный анализ математической модели 

Согласно существующей процедуре [6, 16, 
17] при проведении качественного анализа левые 
части дифференциальных уравнений в системе (7) 
приравниваем нулю и получаем систему алгебраи-
ческих уравнений в следующем виде:  

  02)()(   xyxyyxabxa

0)()( 2  yxyxyyxabxa   (8) 

Можно показать, что исследуемая система 

дифференциальных уравнений при 








b

ab  
 

имеет единственную неподвижную точку (стацио-

нарное состояние) с координатами ;
2










b

ab
x  

0y . 
При анализе устойчивости стационарного 

состояния [7,17] необходимо построить матрицу 
Рауса – Гурвица (9). Для обсуждаемого примера 
эта матрица имеет вид:  

A =








xxa

xxab
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)(
= 0  (9) 

Характеристическое уравнение, при этом, 
представляется в виде:  
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Решения уравнения (10) при T
2
 – 4 < 0 в 

обозначениях T и  представляются в виде:  

1 = i
TT

2

4

2

2 
   и  2 = i

TT

2

4

2

2 
  (13) 

Для случая, когда одно из решений уравнения 

(в нашем случае 2) имеет вид 2 = i
TT

2

4

2

2 
 , 

возможна реализация неустойчивого состояния с 

особой точкой типа «неустойчивый фокус» [16, 

17]. Из этой особой точки возможна бифуркация в 

предельный цикл (бифуркация типа Андронова-

Хопфа), что является свидетельством возможно-

сти реализации в исследуемой системе химиче-

ских неустойчивостей в виде возникновения хи-

мических осцилляций [7, 17]. 

Численное интегрирование математической  

модели 

Следующим этапом анализа математиче-

ской модели является численное решение системы 

дифференциальных уравнений. Это тем более 

важно, что результаты, получаемые на основе чис-

ленного интегрирования, позволяют проверять 

заключение, сделанное об устойчивости системы и 

возникновении критических состояний методами 

качественного анализа.  

Для численного интегрирования анализи-

руемой системы обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, представленной в качестве мате-

матической модели протекающих процессов в ко-

лебательном режиме, использована программа 

Mathcad с подпрограммой Rkadapt [19]. 

Для выявления особенностей процесса го-

могенного окисления цистеина расчетным путем 

определены пределы концентрации аминокислоты 

и катализатора, при которых возникают автоколе-

бания. Для этого, согласно существующей проце-

дуре, в качестве управляющих параметров опреде-

лены исходные концентрации реагента – цистеина 

(a), а также катализатора – оксигенированных 

комплексов кобальта (II) с ДСФДА и Cyt (b); в ка-

честве переменных были выбраны промежуточные 

вещества превращения цистеина и продукты не-

полного восстановления координированного и рас-

творенного кислорода в виде: x = [
.RS ]; y = [



2HO ]. 

(О возможности образования такого типа интер-

медиатов указано в монографии [10] и отмечено 

нами в работах [20, 21]). 
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Решения для различных значений концен-

траций реагента (а) и оксигенированных комплек-

сов кобальта (б) при ( = 3,610
-4

;  = 16,5;
  = 8,0; 

 = 3,010
-5

;  = 8,010
-5

;  = 3,010
5 

представлены 

на рис.1 (а, б, в, г).  

 

а 

 
                                                                      (I)                                                                                    (II) 

б 

 
(I)                                                                         (II)  

в 

 
(I)                                                                      (II) 

г 

 
(I)                                                                         (II) 

Рис. Зависимость изменения концентрации частиц Xi = [RS . ]; Yi = [HO2
•
] от времени ti (I). Фазовый портрет 

систем в координатах Xi – Yi, (II) 

а) a = 5,010
-4

; b = 2,510
-5

; б) a = 5,010
-4

; b = 2,610
-5

; в) a = 5,010
-4

; b = 2,710
-5

; г) a = 5,010
-4

; b = 1,910
-5
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Результаты расчетов, представленные на 

рисунке, показывают, что колебательные решения 

реализуются при концентрациях реагента и ката-

лизатора Сcat = 5,010
–4

 и Сb = (2,5  2,6)10
–5

 соот-

ветственно; эти величины сопоставимы с опытны-

ми значениями концентраций цистеина и оксиге-

нированных комплексов кобальта (II), при кото-

рых возникают химические осцилляции. 

Таким образом, можно заключить, что 

численное интегрирование обсуждаемой матема-

тической модели для различных начальных усло-

вий свидетельствует о том, что рассматриваемая 

математическая модель имеет решение в виде 

предельного цикла и процесс протекает в колеба-

тельном режиме при определенных исходных 

концентрациях цистеина и катализатора, сопоста-

вимых с количествами, при которых эксперимен-

тально наблюдаются концентрационные колеба-

ния. Сравнение экспериментальных и расчетных 

данных позволяет констатировать, что обсуждае-

мая математическая модель удовлетворительно 

описывает процессы возникновения химических 

осцилляций при гомогенном окисления цистеина в 

присутствии оксигенированных комплексов ко-

бальта (II) с о-дисалицилиденфенилендиамином и 

цитозином. 

 

Работа выполнена на базе Научно-образо-

вательного центра ДГУ «Нелинейная химия» с 

использованием оборудования Центра коллектив-

ного пользования ДГУ «Аналитическая спектро-

скопия». 
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