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В статье приведен краткий обзор использования понятия «кажущейся турбулентной вязкости» 
для описания турбулентного течения жидкости или газа в каналах. 

Рассмотрены теоретические основы математического описания параметра турбулентной вязкости 
в уравнении Рейнольдса в тензорной форме. Для количественной интерпретации процессов, связанных 
с явлением турбулентности, например, переносом массы и импульса, применён аппарат статистической 
физики и механики. 

На конкретных примерах показано, что использование понятия «кажущейся турбулентной вязкости» 
в скалярной форме для описания двух- или трехмерного течения вязкой жидкости, возникающего, напри-
мер, в каналах с проницаемыми стенками, лишено физического смысла. 

В ходе проведённых исследований впервые подтверждено, что математические соотношения для ин-
тегральных параметров течения, базирующиеся на значениях  пульсаций скорости и её приращения мож-
но выразить через пульсацию координат и их приращений. Одновременно с этим выявлено, что пульса-
ция приращения координат, равна пульсации координат, а пульсация приращений лнейной скорости равна 
пульсации скорости. Подтверждена коллинеарность пульсаций векторов длины (амплитуды пульсаций) 
и скорости.

В ходе анализа математических выражений установлено, что выражения для коэффициентов турбу-
лентной вязкости и диффузии можно рассматривать в качестве математического тензора. 

Результатом проведенных исследований является полученное авторами тензорное выражение для ко-
эффициента турбулентной вязкости и турбулентной диффузии. Выписаны уравнения для определения 

среднеквадратичных пульсаций компонент вектора скорости ( )2
1V ′− , ( )2

2V ′− , ( )21VV ′′− для течения в пло-
ском прямоугольном канале, вытекающие из результирующего выражения для тензора турбулентных на-
пряжений в несжимаемой жидкости.

Показано качественное соответствие выражений для компонент тензора турбулентных напряже-
ний для двухмерного плоского течения с известными экспериментальными данными, установленными 
при исследовании течения воздуха в плоском прямоугольном канале.

Ключевые слова: турбулентность, течения с отсосом и вдувом, турбулентная вязкость.
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The article provides a brief overview of the use of the concept of “apparent turbulent viscosity” to describe 
the turbulent flow of a liquid or gas in channels.

The theoretical foundations of the mathematical description of the turbulent viscosity parameter in the Reyn-
olds equation in tensor form are considered. For a quantitative interpretation of the processes associated with 
the phenomenon of turbulence, for example, mass and momentum transfer, the apparatus of statistical physics 
and mechanics is used.

Using specific examples, it is shown that the use of the concept of “apparent turbulent viscosity” in scalar form 
to describe a two- or three-dimensional flow of a viscous fluid that occurs, for example, in channels with permeable 
walls, is devoid of physical meaning.

In the course of the research, it was first confirmed that the mathematical relations for the integral parameters 
of the flow, based on the values of the velocity pulsations and its increments, can be expressed through the pulsation 
of coordinates and their increments. At the same time, it was revealed that the ripple of the increment of coordinates 
is equal to the ripple of coordinates, and the ripple of increments of linear velocity is equal to the ripple of speed. 
The collinearity of the pulsations of the vectors of length (pulsation amplitude) and velocity is confirmed.

In the analysis of mathematical expressions, it was found that the expressions for the coefficients of turbulent 
viscosity and diffusion can be considered as a mathematical tensor.

The result of the research is the tensor expression obtained by the authors for the coefficient of turbulent 
viscosity and turbulent diffusion. Equations are written for determining the rms pulsations of the components 

of the velocity vector ( )2
1V ′− , ( )2

2V ′− , ( )21VV ′′−  for flow in a flat rectangular channel, resulting from the resulting 
expression for the tensor of turbulent stresses in an incompressible fluid.

The qualitative correspondence of the expressions for the components of the turbulent stress tensor for a two-
dimensional plane flow with the known experimental data established in the study of air flow in a rectangular 
rectangular channel is shown.

Keywords: turbulence, currents with a suction and blow in, turbulent viscosity.

Введение

Турбулентные течения наиболее распростра-
ненный вид течений в трубопроводах, структур-
ных элементах химико-технологических устано-
вок или в высокоскоростных струях. Для модели-
рования подобных течений используется устояв-
шееся понятие кажущейся кинематической вязко-
сти, коэффициенты которой определяются экспе-
риментально или по известным физическим мо-
делям. Большинство моделей используют «обоб-

щенную (с добавкой, учитывающей сжимаемость 
среды)» гипотезу Буссинеска или представление 
Прандтля [1–11].

Для описания турбулентных течений обычно 
исходят из уравнений Рейнольдса, в которых дей-
ствительное давление и действительная скорость 
течения выражаются через сумму осредненных зна-
чений и пульсационных добавок к ним. С учетом 
этого уравнение сохранения импульса, записанное 
для осредненных по времени значений переменных 
в тензорной форме [12–15], имеет вид [16]: 
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( )j j k
jk jk j k

j k k

V V V
P V V

t x x x
ρ δ τ ρ
 ∂ ∂ ∂ ′ ′+ = − + −  ∂ ∂ ∂ ∂ 

 (1)

Тензор вязких напряжений:

Здесь
jk

V Vj kS
jk x x

k j
τ νρ νρ

 ∂ ∂
 = = +
 ∂ ∂ 
 

 (2)

Проблемой при использовании уравнения (1) 
является представление пульсационных напряже-
ний, выражаемых тензором в подходящей форме, 
пригодной для дальнейших вычислений:

j k jkV V Tρ ′ ′− =  (3)

Эта непростая задача и в настоящее время вы-
зывает большой интерес исследователей ввиду 
распространенности турбулентных течений и их 
важности для технических приложений и остает-
ся актуальной. 

«Обобщённая» гипотеза Буссинеска основы-
вается на аналогии с законом вязкости Ньютона. 
В обозначениях, принятых в этой статье для не-
сжимаемой жидкости она имеет вид:

jk jkT Sρε=  (4)

В этом выражении величина коэффициента 
кажущейся кинематической вязкости ε является 
скаляром. Помимо того, что коэффициент ε зави-
сит от скорости и координат, формула (4), строго 
говоря, не имеет физического смысла, так как след 
тензора Sjk, представляющий уравнение неразрыв-
ности равняется нулю.

trTjk = ρε(trSjk) = 0 (5)

Однако левая часть уравнения (5) может рав-
няться нулю в соответствии с уравнением (3) только 
при полном отсутствии турбулентности. На это прин- 
ципиальное обстоятельство указал Слеттери [17].

Тем не менее гипотеза Буссинеска послужила 
основой для создания других гипотез, суть кото-
рых заключалась в нахождении зависимости ко-
эффициента кажущейся турбулентной вязкости 
от поля скорости и координат. Важнейший вклад 
в решение этой задачи был внесен Л. Прандтлем 
[18]. Модель Прандтля получила название тео-
рии «пути смешения». В своем самом простом 
виде она приводила к следующему выражению 
для турбулентных напряжений в плоском дву-
мерном потоке:

2 du du
l

t dy dy
τ ρ= ⋅  (6)

Похожую формулу, отличающуюся от (6) толь-
ко коэффициентом 1/2 получил Дж. Тейлор из тео-
рии переноса завихренности [19].  

Теории Прандтля, Тейлора, Кармана использо-
вались для получения универсальных законов рас-
пределения скоростей и сопротивлений для тече-
ний в трубах и плоских каналах и явились значи-
тельными достижениями в гидродинамике [19].

Получение более общих тензорных  выраже-
ний для турбулентных напряжений (из формулы 
(1) видно, что турбулентные напряжения – матема-
тический тензор) является необходимым для реше-
ния некоторых важных технических задач. К ним 
относятся, например, задачи расчета течений в ка-
налах с сильным отсосом или вдувом. Такие те-
чения часто встречаются в радиальных катали-
тических реакторах [20], адсорберах, коллекторах 
и распределителях змеевиковых теплообменников 
[21] и других аппаратах химической технологии. 

Для ламинарного или осесимметричного тече-
ния уравнение Навье–Стокса может быть сведено 
к уравнению в частных производных для одной пе-
ременной в виде функции течения

( )
0

1
, x

x

V
V

F u d
ϑ

ϑ ϑ= ∫  (7)

Решение этого уравнения принесло весьма пло-
дотворные результаты [22]. Однако, такое уравнение 
не может быть получено для турбулентного пото-
ка, пока не известно тензорное выражение для тур-
булентной вязкости. В связи с этим, насколько из-
вестно, подобные попытки и не предпринимались. 
Ниже рассматривается возможный путь получения 
тензорного выражения для гипотезы Буссинеска.

Методика эксперимента

Предположим, что в турбулентном потоке из-
меряется  средняя скорость жидкости Vj и её пуль-
сации Vj´ в точке с координатами (x1, x2, x3). Если из-
вестна средняя по времени скорость жидкости Vj

0 
в точке (x1

0, x2
0, x3

0), то можно вычислить прираще-
ние скорости:

0
jjjj VVVV −′+=′δ  (8)

С другой стороны приращение скорости рав-
но сумме её среднего приращения (равного Vj – Vj

0) 
и пульсации приращения:
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jjj VVV ∆′+∆=′δ  (9)

Сравнивая эту формулу с предыдущей, полу-
чаем, что пульсация приращения скорости равна 
пульсации скорости:

 jj VV ′=∆′  (10)

Запишем тензор:

( ) ( ) kkjjjk VVVVI ∆′−′⋅∆′−′=  (11)

Этот тензор должен быть нулевым, так 
как по предыдущему каждый сомножитель равен 
нулю. Производя перемножение, получим:

jkkjkjjkkj IVVVVVVVV −∆′∆′+∆′′−∆′′−=′′−  (12)

Мы можем вообразить два варианта наблю-
дения турбулентности в потоке. В первом вари-
анте наблюдатель находится в какой либо посто-
янной точке потока, например с координатами (x1, 
x2, x3), и измеряет пульсации скорости в этой точке 
во времени. Это обычный способ эксперименталь-
ных измерений. Во втором варианте наблюдатель 
все время старается находиться в той точке потока, 
где скорость в данный момент времени совпадает 
со средней в точке (x1, x2, x3). Тогда наблюдатель бу-
дет вынужден перемещаться из одной точки пото-
ка в другую и вместо измерения пульсаций скоро-
сти будет измерять пульсацию координат. 

Так же как и для пульсаций скорости для пуль-
саций координат мы можем ввести соответствую-
щие обозначения: 

xj – совокупность осредненных значений коор-
динат, jx′  –пульсация координат, jx∆′  –пульсация 
приращения координат.

Для этих величин  можно записать выраже-
ния, аналогичные (8), (9) и (10), так что получим:

jj xx ′=∆′  (13)

Все осредненные величины пульсаций ско-
рости и координат и пульсаций их приращений 
по определению равны нулю.

Очевидно, что оба способа наблюдений долж-
ны давать одинаковые результаты, и следовательно 
математические соотношения для интегральных 
параметров течения, базирующиеся на значениях 
пульсаций скорости и её приращения можно выра-
зить через пульсацию координат и их приращений. 
Следует указать также, что по определению физи-
ческая средняя скорость есть

0
lim

j
j

x
V

τ τ→

∆
=  (14)

Равным образом можно определить и пульса-
цию приращения скорости

0
lim

j
j

x
V

τ τ→

′∆
′= ∆  (15)

 Кроме того, векторы пульсаций скорости и ко-
ординат, а также векторы пульсаций их прираще-
ний – коллинеарны и противоположны по направ-
лению [19]. 

Турбулентность как явление имеет стохасти-
ческую природу, она обусловлена случайными пе-
ремещениями малых, но имеющих конечные раз-
меры, объемов жидкости, сохраняющих индивиду-
альность за время своего существования T. В силу 
этого для описания некоторых процессов, связан-
ных с явлением турбулентности, например, про-
цессов переноса массы и импульса, пригоден аппа-
рат статистической физики и механики [23, 24]. Ве-
роятность обнаружения некоторого состояния ме-
ханической системы, в которой протекают случай-
ные процессы, возникающего из предыдущего со-
стояния за время τ<Τ описывается  интегральным 
соотношением Смолуховского [25]. Указанное со-
отношение содержит функцию вероятности пере-
хода системы из предыдущего состояния в после-
дующее. 

Доказано, что, если существуют предел (14), 
характеризующий интенсивность  систематиче-
ского процесса, а также предел:

0
 lim

j k
jkB

τ

ξ ξ
τ→

∆ ∆
=  (16),

характеризующий интенсивность стохастиче-
ского процесса, то переходная вероятность име-
ет вид нормального распределения [8]. Параме-
тром нормального распределения является тензор 
Bjk. В формуле (16) величины ξj, ξk есть совокуп-
ность динамических переменных; для гамильтоно-
вой системы – это набор импульсов и координат. 
Если рассматривать проблему в пространстве ко-
ординат, то стоящее в верхней части дроби в фор-
муле (16) осредненное произведение случайных 
изменений динамических переменных, есть ос-
редненное произведение случайных перемещений. 
С другой стороны, теория случайных блужданий 
[23–25] для аналогичной переходной вероятности  
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приводит к функции нормального распределения, 
параметром которой является матрица  единичных 
перемещений, которая имеет вид:

jk j kL l l′ ′=  (17)

Выражения для переходной вероятности, по-
лученные из интегрального соотношения Смолу-
ховского в постранстве координат и из теории слу-
чайных блужданий совпадают, если положить:

2
j k

jk

l l
B m

′ ′
= ⋅  (18)

где m – число случайных перемещений за едини-
цу времени.

Величина m является скаляром, совпадающим 
с частотой пульсаций или перемещений.  Колли-
неарность пульсаций векторов длины (амплитуды) 
и скорости может быть показана путем следующих 
простых соображений. 

Выделим в турбулентном потоке некоторую 
площадку Sj. Все пульсаии в объёме jj lS ′=ω  до-
стигнут площадки. С другой стороны этот объ-
ём равен τω jjVS ′−= . Знак “–“ поставлен потому, 
что векторы площадки и пульсации скорости име-
ют противоположные направления. Приравнивая 
оба последних выражения, получим:

1 j

j

V
m

lτ
′

= = −
′

 (19)

В выражениях для объёма и в формуле (19) 
по немым индексам суммирование не производит-
ся. Полагая, что применительно к турбулентному 
течению мерой интенсивности стохастического 
процесса являются коэффициенты турбулентной 
вязкости, можем записать:

1

2jk jkB ε=  (20)

Таким образом, мы показали, что выражения 
для коэффициентов турбулентной вязкости и диф-
фузии являюся математическим тензором. Кроме 
того выражение для турбулентной вязкости в фор-
ме (18) в явном виде содержит частоту пульсаций.

Теперь положим, что выполняются следую-
щие соотношения:

k ki iV M x′ ′∆ = ⋅∆  (21)

j jh hV M x′ ′∆ = ⋅∆ , (22)

где Mmn – некий  тензор, который предстоит оты-
скать. 

Подставив выражения (21) и (22) в формулу 
(12), получим:

j k jh h k ki i j

jh ki h i jk

V V M x V M xV

M M x x I

′ ′ ′ ′ ′ ′− = − ∆ − ∆ +

′ ′+ ∆ ∆ +  (23)

Если пульсации приращения координат при-
дать смысл перемещений, то есть обозначить:

 ;       h h i ix l x l′ ′ ′ ′∆ = ∆ =  (24)

то можно записать:

j k jh h k ki i j jh ki h i jkV V M l V M l V M M l l I′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− = − − + +  (25)

Согласно правилу замены немых индексов 
из (25) вытекает:

2j k jh h k jh ki h i jkV V M l V M M l l I′ ′ ′ ′ ′ ′− = − + +  (26)

Исходя из принципа «независимости матери-
ала от системы отсчета» – принципа инвариант-
ности в отношении преобразования координат – 
Слеттери [16] указывает, что общий вид тензора 
осредненных турбулентных напряжений должен 
отображаться следующей формулой: 

0 1 2j jk jk ji ikk
V V I S S Sν ν ν− = + +  (27)

Как мы видим обе формулы, (26) и (27), имеют 
одинаковую структуру. 

Из соотношений (10), (21) и (24) непосредствен-
но вытекает тензорная форма определения пульса-
ции скорости:

k i ikV l M′ ′=  (28)

Опуская в (19) нуль-тензор и учитывая послед-
нее выражение, получим:

j k hV V l l′ ′ ′ ′− = − jh ki h k jhM M l V M′ ′= −  (29)

Тензор khVl ′′ – всегда отрицательный, так как по-
ложительные пульсации скорости всегда сцеплены 
с отрицательными приращениями координат и на-
оборот [19].

Формулу (29) можно рассматривать как тензор-
ное выражение пульсационных напряжений  в тер-
минах теории пути смешения. Она, следовательно, 
является тензорным обобщением формулы турбу-
лентных напряжений, полученной Л. Прандтлем, 
а также гипотезы Буссинеска.
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Тензор:

hk ki h i h kM l l l Vε ′ ′ ′ ′= − = −  (30)

представляет кажущуюся кинематическую тур-
булентную вязкость. Теперь задача заключается 
в том, чтобы выразить тензор Mjh с помощью па-
раметров, обычно измеряемых при исследовании 
турбулентных течений в каналах. 

Сопоставим девиаторы тензоров:

j
jk

k

V
D

x

∂
=
∂

 (31)

и 

j
jk

k

V
M

x

′∆
=

′∆
 (32)

По определению девиаторы указанных тензо-
ров выражаются формулами: 

jk
jk jk Dd D I

N

δ
= −  (33)

jk
jk jk Mm M I

N

δ
= −  (34),

здесь N – число координат.
Линейные инварианты тензоров (31) и (32) есть 

суммы диагональных компонент, т.е.:

1 2

1 2

....  N
D

N

VV V
I

x x x

∂∂ ∂
= + + +
∂ ∂ ∂

 (35)

1 2

1 2

..... N
M

N

VV V
I

x x x

′′ ′ ∆∆ ∆
= + + +

′ ′ ′∆ ∆ ∆
 (36)

С учетом выражений (19) и (24):

MI mN= −  (37)

Для несжимаемой жидкости:

0DI =  (38)

Положим, что:

jk jkd mβ =  (39)

Тогда на основании (21), (22), (33) и (34)  
получим: 

( )jk
jk jk D MM D I I

N

δ
β β= − −  (40)

Для несжимаемой жидкости:

jk jk jkM D mβ δ= −  (41)

Используя произведенные выкладки, запишем 
результирующее выражение для тензора турбу-
лентных напряжений в несжимаемой жидкости:

( )( )j k h i jh jh ki kiV V l l D m D mβ δ β δ′ ′ ′ ′− = − − −  (42)

Чтобы проиллюстрировать полученный ре-
зультат, приведем выражения для объёмных и ка-
сательных напряжений при двухмерном течении 
несжимаемой жидкости, вытекающие из формулы 
(41). Для такого течения имеются многочисленные 
экспериментальные данные и расчеты по теориям 
Прандтля, Тейлора и Кармана. В частности в кни-
ге Г. Шлихтинга [19, стр. 524], помещены экспери-
ментальные данные Г. Райхардта, который изме-
рял турбулентные пульсации при течении возду-
ха в канале прямоугольного поперечного сечения. 

Итак, для двухмерного течения (N = 2) из (42) 
следует:

( )
2

2 2 2 21 1
1 1 1 2 1 2

2 2

2
V V

V m l ml l l l
x x

β β
 ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′− = − +  ∂ ∂ 

 (43)

( )2 2 2
2 2V m l′ ′− =  (44)

 (45)

Эксперименты Г. Райхардта показали, что:

– Поперечная пульсация 2
2V ′ мало изменяет-

ся по поперечной координате и не зависит от попе-
речного градиента осевой скорости. То же следует 
из формулы (44).

– На осевой плоскости канала, где произво-
дная от осевой скорости по поперечной координате

равна нулю (  0 
2

1 =
∂
∂

x

V ), а поперечная 2
2V ′ и про-

дольная 2
1V ′ пульсации отличаются друг от дру-

га только примерно на 10 %, что следует из фор-
мул (43) и (45).
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– Продольная пульсация связана с произво-
дной от скорости течения по поперечной коорди-
нате и вблизи от стенки канала, где эта произво-
дная велика, имеет явно выраженный максимум, 
что следует из формулы (43).

– Касательные турбулентные напряжения 
( )21VV ′′− ρ  на осевой плоскости канала  равны 

нулю и возрастают к стенке канала по мере роста 
модуля поперечной производной от осевой скоро-
сти, что следует из формулы (45).

Видно, что формулы (43)–(45) качественно пол-
ностью соответствуют экспериментальным дан-
ным Г. Райхардта. Следует заметить, что на осе-
вой плоскости канала компоненты тензора переме-
щений kj ll только при j ≠ k равны нулю по усло-
вию симметрии потока относительно упомянутой 
плоскости. Известно [19], что гипотеза Прандтля 
подвергалась неоднократным модификациям, так 
как из неё следовало, что в точках экстремума ско-
рости турбулентные пульсации исчезают. Однако 
эксперименты этого не подтверждают. Формулы 
(43)–(45) свободны от этого противоречия.

Выводы

Таким образом, мы получили тензорную фор-
му гипотезы Буссинеска, которая может быть ис-
пользована при преобразованиях уравнения Рей-
нольдса и, как нам представляется, дает трактов-
ку кажущейся турбулентной вязкости как тензор-
ной величины.

Условные обозначения:

Bjk– коэффициент интенсивности стохастического 
процесса, м2/сек;
Djk – тензор, характеризующий поле скоростей ос-
редненного течения, 1/сек;
djk – девиатор тензораDjk, 1/сек;
Ijk – нуль-тензор;
ID – линейный инградиент тензора Djk, 1/сек;
IM – линейный инградиент тензора Мjk, 1/сек;
Ljk – тензор перемещений, м2;
lʹj,lʹk – компоненты вектора пульсационных переме-
щений, м;
l – длина «пути перемешивания», м;
Mjk – тензор, характеризующий поле пульсацион-
ных скоростей, 1/сек;
mjk  девиатор тензора Мjk, 1/сек;
m – частота пульсаций, 1/сек;
N – число координат;
P – давление, кг/м2;
Sjk – тензор скоростей деформаций, 1/сек;
Tjk – тензор турбулентных напряжений, кг/м2;

u – осредненная скорость течения в плоском кана-
ле, м/сек;
Vj,Vk – компоненты вектора осредненной скорости 
течения, м/сек;
Vʹj, Vʹk – компоненты вектора пульсационной ско-
рости течения, м/сек;
∆ʹVj,∆́Vk – компоненты вектора пульсаций прира-
щения осредненной скорости течения, м/сек;
δ̓ Vj  компоненты вектора приращения истинной 
скорости течения, м/сек;
xj,xk – компоненты координат, м;
x̓ j,x’k – пульсации координат, м;
∆̓xj∆̓xk – пульсации приращений координат, м;
y – поперечная координата, м;
β – коэффициент;
δjk – тензорная единица;
εjk – тензор турбулентной кинематической вязко-
сти, м2/сек;
ε – турбулентная кинематическая вязкость, м2/сек;
Τ – время осреднения, сек;
τjk – тензор вязких напряжений, кг/м2;
τ – время, сек;
∆́ξj∆́ξk – пульсации динамических переменных, м;

Индексы:

0 – начальное значение; 
i, j, k, h = 1, 2, 3 …N – номера компонент векторов 
или тензоров; 
m, n = i, j, k, h = 1, 2, 3 …N – номера компонент тен-
зоров.
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