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Статья посвящена исследованию гидродинамики эжекционного струйного течения. Описываются 
основные геометрические параметры свободной турбулентной струи.  Авторами предложена ячеечная 
модель эжекции, позволяющая с высокой точностью определять скорость газовой и твердой фазы в лю-
бой точке пространства струи. Описывается траектория полета твердой фазы внутри турбулентной 
струи газа. Особое внимание при расчете скорости твердой фазы уделяется определению коэффициен-
та лобового сопротивления ассамблеи частиц. Проведен анализ, показывающий зависимость количества 
эжектируемой твердой фазы из псевдоожиженного слоя от диаметра сопла и начальной скорости газа. 
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The article is devoted to the study of the hydrodynamics of an ejection jet flow. The basic geometric parameters 
of a free turbulent jet are described. The authors proposed a cellular model of ejection, which allows one to deter-
mine with high accuracy the velocity of the gas and solid phases at any point in the space of the jet. The trajectory 
of the flight of the solid phase inside a turbulent gas jet is described. Particular attention in calculating the velocity 
of the solid phase is given to determining the drag coefficient of the particle assembly. An analysis was performed 
showing the dependence of the amount of ejected solid phase from the fluidized bed on the diameter of the nozzle.

Keywords: turbulent jet, ejection, two-phase flow, particle velocity, drag coefficient, cell model, lacing, low-pres-
sure medium, high-pressure medium.



32

С. В. Воробьев, И. В. Постникова, В. Н. Блиничев

Введение

Значительная часть технических задач связа-
на с течением жидкостей и газов. Во многих слу-
чаях возникают так называемые поверхности тан-
генциального разрыва. Подобные течения описаны 
Абрамовичем Г.Н. [1] и называются струями. Тан-
генциальные разрывы характеризуются такими 
параметрами, как: скорость течения, температу-
ра, давление, концентрация примесей. На поверх-
ности тангенциального разрыва возникают вих-
ри, беспорядочно движущиеся вдоль и поперек по-
тока. Вследствие этого между струей и окружаю-
щей средой происходит поперечный перенос коли-
чества движения, тепла и концентрации примесей.

Кипящий слой, хоть и обладает многочислен-
ными свойствами однородной жидкости, в сущно-
сти своей, всегда остается двухфазной системой, 
состоящей из непрерывной (газ или жидкость) 
и дискретной (взвешенных частиц) фаз. В силу 
этого, аэродинамика турбулентной струи в псевдо-
ожиженном слое во многом отличается от аэроди-
намически свободной затопленной струи. Газовый 
поток, содержащий твердые частицы (2-х фазный 
поток) в определенной концентрации характеризу-
ется наличием относительных движений частиц. 
В подобных условиях возникают силы аэродина-
мического сопротивления между фазами, а также 
между частицами твердого материала. Величина 
и характер этого взаимодействия зависят от дис-
персности и концентрации твердой фазы вдоль оси 
потока 

На основании фундаментальных представле-
ний о структуре установившегося струйного тече-
ния [1] разработана модель многокомпонентного 
струйного течения.

Расчёт основных  
геометрических параметров струи

Наиболее изученными видами турбулент-
ных струй являются, так называемые затоплен-
ные струи или струи, распространяющиеся в поко-
ящейся среде (рис. 1).

Высоконапорная многокомпонентная сре-
да, истекающая из сопла 1, отделяется от потен-
циального ядра струи 2. Отделившаяся высокона-
порная среда захватывает из окружающего струю 
пространства многокомпонентную низконапор-
ную среду и увлекает её за собой, перемешивается 
и передает ей свою кинетическую энергию, обра-
зуя расширяющийся пограничный слой 3. По дли-
не струи можно выделить 3 участка в зависимости 
от профиля распределения скоростей 4: начальный 
участок 5 (на котором находится потенциальное 

ядро постоянных скоростей), переходный участок 
6 (на котором происходит выравнивание профиля 
скоростей вдоль оси струи) и основной участок 7 
(с установившемся режимом движения потока).

Абрамович Г. Н. [1] приводит расчет длины на-
чального участка струи Xн:

00,67 ,=í

R
X

a  
(1)

где а = 0,07–0,09 – коэффициент структуры, зави-
сящий от основных параметров струи.

На основании экспериментальных данных, 
представленных Leszek Zawadzki [2]: а = 0,08.

Радиус струи R определяется выражением:
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Определение угла сужения ядра потока αr 
и угла расширения пограничного слоя αs осущест-
вляется с помощью зависимостей (3) и (4), соответ-
ственно:
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На основании экспериментальных данных, 
представленных Leszek Zawadzki [2]: αr = 14° 
и αs = 30°.

Более подробный расчет геометрических пара-
метров свободной турбулентной струи приводит-
ся в статье [4].

Ячеечная (матричная) модель потока

На начальном участке струи, вследствие рас-
ширения потока, происходит падение давления 
внутри струи при сохранении постоянной ско-

Рис. 1. Структура свободно истекающего  
струйного течения

1 – сопло; 2 – потенциальное ядро струйного течения; 
3 – пограничный слой струйного течения;  

4 – профили распределения скоростей;  
5 – начальный участок; 6 – переходный
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рости вдоль оси распространения. Таким обра-
зом, было бы логично предположить, что имен-
но на этом участке распространения струи про-
исходит подсос газа и твердой фазы из окружаю-
щего слоя, а далее начинается развитие уже сме-
шанной струи. Считаем, что привлечение сплош-
ной фазы, т.е. газа, из окружающего слоя происхо-
дит через коническую поверхность, образованную 
струей рабочего газа.

Холпанов Л.П. совместно с группой авторов 
[3] с целью учета образования и распределения 
в свободно истекающей турбулентной среде твер-
дой и газовой фаз многокомпонентной смеси, об-
разующейся из высоконапорной и низконапорной 
сред, разработал модель структуры пограничного 
слоя струи, в основу которой положена ячеечная 
модель потока. При этом в каждой ячейке происхо-
дит процесс идеального перемешивания.

Для более подробного описания представ-
ленной модели, рассмотрим потоки внутри одной 
ячейки без учёта эжекции твердой фазы в струю 
(рис. 2).

Высоконапорная среда поступает в ячейку (M; 
N) через площадь fв(М; N) (площадь боковой по-
верхности усеченного конуса) со скоростью ν(М–
1;N) смешанного потока ячейки предыдущего се-
чения, либо со скоростью νЯ потока ядра постоян-
ных скоростей.

Низконапорная среда поступает в ячейку 
через площадь fн(М; N) (площадь боковой поверх-
ности усеченного конуса) со скоростью ν(М–1;N+1) 
смешанного потока ячейки предыдущего сечения, 

либо со скоростью νгр потока на пограничном слое, 
которая стремится к нулю.

В ядре ячейки потоки перемешиваются по за-
конам идеального перемешивания и скорость вну-
три ячейки принимается равной ν(М; N).

Далее, поток снова разделяется на низкона-
порную и высоконапорную среды относительно 
ячеек следующего сечения. Высоконапорная сре-
да поступает в ячейку (M+1; N), а низконапорная – 
в ячейку (M+1; N-1) со скоростью ν(М; N).

Таким образом, массовый расход высокона-
порной Gв(М; N) и массовый расход низконапор-
ной Gн(М; N) сред для ячейки (M; N) определяются 
выражениями (5) и (6), соответственно:

( ) ( ) ( ); 1; ; ;− ρG M N = M N f M Nâ â  (5)

( ) ( ) ( ); 1; ; ;− ρG M N = M N f M Ní í  (6)

где ρ – плотность среды, кг/м3; fн – площадь входа 
низконапорной среды, м2; fн – площадь входа высо-
конапорной среды, м2. 

Модифицируя предложенную выше модель, 
скорость газа ν в ядре ячейки предлагается рас-
считывать по выражению (7), которую предложил 
Лебедев В.В. [4]:
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где, νx – скорость среды вдоль оси струи, м/c; r – 
расстояние от оси струи до заданной точки сече-
ния потока, м.

Рис. 2. Схема потоков внутри ячейки (M; N)
M – порядковый номер сечения от сопла вдоль оси струи, N – порядковый номер ячейки  

от потенциального ядра скоростей параллельно оси струи, νгр – средняя скорость потока на пограничном слое,  
ν – скорость потока ядра постоянных скоростей
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где, ν0 – скорость среды на выходе из сопла м/c.
Приведенное выражение (16) является универ-

сальным, т. к. позволяет определить скорость в лю-
бой точке поперечного сечения струи.

Полученные данные можно представить 
в виде матрицы расходов высоконапорной сре-
ды, низконапорной среды, твердого материала Gтв, 
скоростей потока  и твердого материала νтв в объе-
ме струи. Количество столбцов и строчек матри-
цы, как и точность полученных данных зависят 
от заданного количества сечений Nсеч, на которые 
разбивается струя. Из вышеизложенного следует, 
что расчёт газодинамических процессов в свобод-
ном истекающем струйном течении является тру-
доемким и требует применения ЭВМ. 

Расчёт распределения скоростей воздуха 
по сечениям свободной турбулентной струи

На основании предложенной модели был про-
изведен расчет распределения величин скорости  
газа по сечениям начального участка свободной 
турбулентной струи. 

В качестве исходных данных были приняты: 
ν0 = 300 м/с; R0 = 0,005 м; Nсеч = 100; среда: воздух.

Как видно из эпюры на рис. 3, рассчитанные 
величины скоростей ν газа в начальной зоне струи 
уменьшаются от максимальной величины в ядре 
струи к минимальной на периферии струйного 
течения. Кроме того, скорость газа уменьшается 
по оси струи по направлению от сопла. 

В связи с тем, что общее количество захваты-
ваемого низконапорного воздуха по длине струй-

ного течения увеличивается, повышается и рас-
четная величина коэффициента эжекции β (рис. 4). 
Однако после переходного сечения интенсивность 
его увеличения снижается. Это происходит за счет 
того, что после начального участка струи захват 
низконапорной среды осуществляется смесью вы-
соконапорной и низконапорной сред, имеющей 
скорость ниже, чем высоконапорной среды в по-
тенциальном ядре струи.

Расчет коэффициента эжекции воздуха β 
для начального участка струи осуществляется 
с помощью зависимости (9): 
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Среднее значение коэффициента эжекции β 
для начального участка, исходя из вышеописанной 
модели, равно 0,9. Полученные данные сопостави-
мы с расчетными зависимостями, предложенными 
Бондарем Е.А. [5]. 

Расчёт концентрации твердых частиц, 
эжектируемых в струю

Рассмотрим процесс эжекции двухфазной сре-
ды (газа и твердых частиц) в струю, которая ис-
текает в псевдоожиженный слой. Будем считать, 
что частицы попадают в струю только на началь-
ном участке Xн, которому соответствует макси-
мальное падение давления рабочего газа. При этом 
частицы как бы проваливаются (подсасываются) 
в струю. 

В соответствии с разработанной ячеечной мо-
делью, секундный массовый расход Gтв твёрдой 

Рис. 3. Эпюра скорости воздуха свободной турбулентной струи
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Рис. 4. Зависимость расстояния от сопла до рассматриваемого сечения струи X от коэффициента эжекции β

Рис. 5. Расчетная зависимость количества частиц твёрдого материала в струе , от внутреннего диаметра d0 в 
выходном сечении при скорости истечения струи из сопла ν0 = 300 м/c

фазы в ячейке M, N с учетом коэффициента массо-
вого содержания твёрдой фазы в потоке ϕМ, можно 
рассчитать из уравнения (10):

( ) ( ) ( ); 1; ; *;ϕ − ρG M N = M N f M Nòâ òâ òâ í  (10)

Таким образом, зная секундный массовый рас-
ход твёрдой фазы Gтв и средний объём одной ча-
стицы твёрдого материала Vср, можно вычислить 
количество частиц n твёрдой фазы эжектируемой 
в поток за 1 единицу времени.
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Рис. 6. Расчетная зависимость количества частиц твёрдого материала в струе n, от скорости ν0 истечения струи из сопла 
при внутреннем диаметре сопла в выходном сечении d0 = 0,01 м

ρ
=

V

G
n òâ

ñð òâ  
(11)

34

3
= πRVòâ ñð

 
(12)

где: Rср – средний радиус частиц твердой фазы, м.
Основанные на предложенной методике рас-

чёта, зависимости количества частиц известняка, 
эжектируемых в струю воздуха за единицу вре-
мени от внутреннего диаметра d0 сопла и началь-
ной скорости ν0 истечения струи в выходном сече-
нии, представлены на рисунках 5 и 6. В качестве 
исходных данных принято: Rср = 0,002 м, ϕпс = 0,55, 
ρтв = 2300 кг/м3, ρ = 1,2 кг/м3.

Очевидно, что при увеличении внутренне-
го диаметра d0 сопла в выходном сечении и ско-
рости ν0 истечения струи из сопла концентрация 
n частиц, эжектируемых в струю, будет расти 
(рис. 5, 6).

Массовый коэффициент эжекции  для твердой 
фазы при данных условиях равен βтв = 3,77.

Расчёт распределения скоростей твердых ча-
стиц по сечениям свободной турбулентной струи.

В пространстве начальной зоны струи твер-
дая фаза захватывается газовой фазой и двигает-
ся от пограничного слоя к оси струи под углом αr. 
Таким образом, траекторию её полета можно пред-

ставить, как прямую, проходящую через центры 
ячеек матричной модели. Попав в основной уча-
сток струи частицы твердой фазы двигаются от оси 
струи под углом bi.

Частицы твердой фазы в пограничном слое 
струи имеет начальную скорость νтв(гр). Потоки 
газа, увлекающие за собой низконапорную сре-
ду и твердый материал, смешиваются с послед-
ними, передавая импульс, тем самым, разгоняют  
частицу. 

При записи исходного уравнения движения 
считаем, что инжектируемая частица в потоке га-
зо-носителя ускоряется под действием сил аэроди-
намического сопротивления без учета других со-
ставляющих (Магнуса, Саффмена, Басе, Архимеда 
и др.) в силу их незначительного влияния на тече-
ние газовзвеси [6].

При вязком движении в потоке газа на гори-
зонтальном участке на частицу материала будет 
действовать сила гидродинамического сопротив-
ления F, значение которой будет определяться сле-
дующим выражением: 

2( )
2

= ξρ υ− υ
S

F òâ
òâ

 
(13)

где ξ – коэффициент сопротивления частицы;  
Sмид – площадь миделевого сечения частицы, м2;  
νтв – скорость движения частицы; 
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В соответствии со вторым законом Ньютона 
уравнение нестационарного движения частицы ма-
териала массой mi можно записать как:

2
i  ( )

2
= ξρ υ− υ

Sd
m

dt
ìèäòâ

òâ

 
(14)

где t – время пребывания частицы в потоке, c.
Приведем данное уравнение, к стандартному 

виду (форме Коши):

( ) ( ) ( ) ( )( )2
,

υ
= ξ υ− υt

d t
tA

dt
tòâ

òâ

 
(15)

где параметр А определяется зависимостью

3

8

ρ
ρ

=A
Ròâ òâ  

(16)

где ρтв – плотность частицы, кг/м3; Rтв – радиус ча-
стицы, м.

Уравнение, описывающее изменение скорости 
в зависимости от координаты х, будет иметь вид:

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2
,

υ
= υ υ − υξ

d x
A x x x x

dx
òâ

òâ òâ

 
(17)

Сложность нахождения решения уравнения 
(23) заключается в определении зависимости ко-
эффициента сопротивления ξ частицы матери-
ала от скоростного режима движения частицы,  
а именно: 

( )ξ = f Re  (18)

где Re – коэффициент Рейнольдса, которое можно 
вычислить из выражения:

− υ
=
υ

ν
d

Re òâ òâ

 
(19)

где ν – кинематическая вязкость газа, м2/c, dтв – ди-
аметр частицы, м. 

Согласно анализу, проведенному Муштае-
вым В.И. совместно с группой авторов [7], наибо-
лее точно зависимость коэффициента лобового со-
противления частиц материала от числа Re, с уче-
том влияния формы и стесненность двухфазного 
потока определяется формулой:

1 2 3

30
0,462 ξ = + 
 

k k k
Re  

(20)

где k1 – коэффициент, учитывающий условия стес-
ненности движения частиц; k2 – коэффициент, учи-
тывающий условия стесненности вследствие влия-
ния стенок; k3 – коэффициент, учитывающий вли-
яние формы частиц.

4,75
1 = ϕk ì  (21)

где ϕм – коэффициент массового содержания твёр-
дой фазы в потоке.

Рис. 7. Расчетная зависимость скорости твёрдого материала в струе , от координаты  частиц различного диаметра из 
сопла при внутреннем диаметре сопла в выходном сечении d0 = 0,01 м

1 – газ; 2 – dтв = 0,004 м; 3 – dтв = 0,006 м; 4 – dтв = 0,008 м
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k
d

D
òâ

 

(22)

где dтв – диаметр частицы, м; D – диаметр потока 
в рассматриваемом поперечном сечении, м.

3

10
11= −k

f  
(23)

где f – коэффициент не сферичности.
Формула (20) справедлива для интервала 

Re = 0–100000.
Зная скорость твёрдой фазы на начальном 

участке струи, с помощью уравнения (17) исполь-
зуя численные методы, в частности метод Эйле-
ра, можно определить зависимость скорости νтв 
для частиц различного диаметра dтв от координаты 
X на оси основного участка струи (рис. 7). 

В качестве исходных данных принято: 
Rср = 0,005 м, ϕпс = 0,55, ρтв = 2300 кг/м3, ρ = 1,2 кг/м3. 

Как видно из рис. 8, скорость νтв твёрдой фазы 
имеет максимальное значение у оси струи и умень-
шается к периферии. Таким образом, основная мас-
са частиц будет иметь траекторию полета, описан-
ную эффектом шнурования [8, 9].

В соответствии с работой Пахомова М.А. и Те-
рехова В.И. [10], частицы за счет действия силы 
турбулентной миграции (турбофореза) смещают-
ся из зоны с большей величиной турбулентности 
в область с ее меньшим значением. Зона слоя сме-
шения является своего рода барьером для частиц, 
которые не могут проникнуть в нее из приосевой 
зоны. Поэтому в приосевой части струи происхо-

Рис. 8. Эпюра скорости твердой фазы на основном участке струи

дит увеличение концентрации частиц и возраста-
ние дополнительной диссипации. 

Вывод

Представленные результаты исследования ис-
течения турбулентной высоконапорной струи в од-
нородную среду позволяют определить габариты 
зоны разрежения в зависимости от диаметра сопла 
и скорости истечения воздуха, необходимые для на-
дежного расчета коэффициента эжекции гетероген-
ной среды (воздух + твердые частицы). Знание кон-
центрации и скорости движения частиц твердой 
фазы в струе позволит рассчитать вероятность их 
столкновения и разрушения в противоточных стру-
ях, погруженных в псевдоожиженный слой. 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
гранта РФФИ № 19-03-00787.
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